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PROJEKTIVE LIMITES KOMPAKTER 
RAUME 
HELMUT POMMER 
(Receizmf 14 August 1969) 
SEI Q BZW. i? die Kategorie aller kompakten Gruppen bzw. kompakten Liegruppen und 
stetigen, surjektiven Homomorphismen. Jedem Objekt X von 0 werde die Menge Xs aller 
abgeschlossenen Subnormalteiler von X zugeordnet. S besitzt zwei verschiedene Fortset- 
zungen auf 0: erstens die Abbildung, die jedem XE 0 die Menge aller abgeschlossenen 
Subnormalteiler von X zuordnet und zweitens die Abbildung T, die jedem X E 0 die Menge 
X’ aller topologisch subnormalen Untergruppen von X zuordnet. S bzw. T lassen sich als 
Funktoren von 2 bzw. 0 in die Kategorie fi aller nicht leeren kompakten RBume und 
stetigen Abbildungen auffassen. Mit Hilfe allgemeiner Methoden aus der Theorie der kom- 
pakten RBume zeigen wir, da13 T projektive Limites erhalt. Da jede kompakte Gruppe 
projektiver Limes kompakter Liegruppen ist, ist T die einzige Fortsetzung von S mit dieser 
Eigenschaft. 
$1. TOPOLOGISCH SUBNORM4LE LJNIERGRUPPEN 
Eine Untergruppe H einer topologischen Gruppe X heil3t topologisch subnormal, wenn es 
eine von X nach H absteigende Kette X= H,, 2 Hl 2 abgeschlossener Untergruppen H, 
gibt derart, da13 gilt: 
H, = (7 H, , falls a Limeszahl ist. (1) 
PC= 
H, Q H,_1, falls CY keine Limeszahl ist (2) 
In [3] wird folgender Satz bewiesen: In jeder topologischen Gruppe X mit kompakter Zen- 
trumsfaktorgruppe bildet die Menge aller topologisch subnormalen Untergruppen einen 
vollstandigen Teilverband des Verbandes der abgeschlossenen Untergruppen; wenn X 
kompakt ist, dann normalisiert die Zussammenhangskomponente von 1 E X jede topologisch 
subnormale Untergruppe von X. Da kompakte Liegruppen die Minimalbedingung fiir 
abgeschlossene Untergruppen erfiillen, gilt fiir alle XE 2 : XT = Xs. Sei XE 0, U eine 
Umgebungsbasis von 1 E X, HE X A : = {M 1 Q, # M -c X, M abgeschlossen}. Fiir U E U 
setze r7r, : = {ME XA 1 M c UH und HE UM}. Wahlt man fiir jedes HE X4 die Menge 
{Da 1 U E U> als Umgebungsbasis von H, dann wird X” ein topologischer Raum. 
SATZ 1. Sei 23 ein vollstiindiger Teilverbmd des Verbandes aller abgeschlossener Unter- 
gruppen einer kompakten Gruppe X derart, daJ3 die Komponente X, van 1 E X jedes Element 
von 93 normalisiert. Drmn ist 23 abgeschlossen in XA. 
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Beweis. Sei U eine Umgebungsbasis von 1 E X, HE %. Dann gibt es fir alle U E U 
ein Hv E 93 so, da13 H G UHv und Hv E UH ist. Sei a, b E H. Es gibt wegen H c UH, fir 
alle UE U Elemente l/, u’ E U und t, t’ E Hv mit a = u’t’ und b = ut. Dann gilt: ab-’ = 
u’t’t-‘u-’ E UH, U- l.WegenH~nUH,iJ-l~ nU’HU-‘=R=Histab-‘EH.Also 
u ll 
ist H eine abgeschlossene Untergruppe von G. 
(1) Sei f: X-+ Y ein stetiger Homomorphismus von X auf eine Liegruppe Y, W E X,f 
eine Umgebung des Einselementes von Y (X,Jist als Komponente des Einselementes einer 
Liegruppe offen). Nach [2, p. 2161 gibt es eine offene Menge 0 2 Hf von Y mit der Eigen- 
schaft: fur jede kompakte, Untergruppe F von Y mit F s 0 existiert ein z E W so, da13 
z-‘Fz = F” 5 Hf ist. W egen der Kompaktheit von H gibt es ein U, E LI mit (U, H)f E 0. 
Daher existiert fiir alle U E U, = (U E U ) U G U,> ein zu E W derart, da13 
((Hv>f>‘v < Hf ist. 
Aus der Voraussetzung, da13 X0 alIe EIemente von 9 normalisiert, folgt: (Hv)f< Hf fur 
alle U E ll, . Setze EJ = gp{H, 1 U E UJ>. Dann gilt (Ef)f < Hf, und wegen H E n UH, c 
UT 
n UE, = E, ist HG E/, also Hf = (EJJ 
“1 
(2) Da X kompakt ist, gib tes nach [2, p. 991 fir alle U E LL einen abgeschlossenen Normal- 
teiler NLr von X so, da13 X/N, eine Liegruppe ist. Nach (1) gibt es daher zu jedem U E U ein 
Ev E !B mit den Eigenschaften : H < E, und HNI, = E, N, . Setze E = n E, . Es gilt dann: 
E>H=nHN,=nEvN,BnEN,=E,alsoH=E.DarusfolgtH~%~ 
U U u 
KOROLLAR. XT ist abgeschlossen in XA fiir alle X E 6. 
$2. n-STUJ?IGE FUNKTOREN 
Sei X # C$ ein kompakter Raum, also X E x, und B die zu der Topologie von X 
gehijrige uniforme Struktur. Fur alle VE B und ME X setze I’, = {x E XI es gibt ein 
m E 1M mit (x, m) E V}. Entsprechend wie oben erklaren wir auf der Menge XA aller nicht 
leeren, abgeschlossenen Teilmengen von X eine Topologie, indem wir fiir alle HE X* die 
Gesamtheit aller rH = {M E XA] H E V, und M E YH> ( VE B) als Umgebungsbasis von 
H wahlen. Nach [l] p. 158 und p. 232 ist diese Topologie kompakt; fiir kompakte Gruppen 
fallt sie mit der in dem vorangehenden Abschniit angegebenen zusammen. Sei p : X + Y 
ein Morphismus von R. Dann ist # = (H --) Hp) : XA + YA nach [l, p. 1381 ein Mor- 
phismus von R. Man zeigt leicht, daI3 A ein kovarianter Funktor von R in R ist. Dies 
ermijgIicht es, hijhere Potenzen A” von A zu betrachten (n 2 0; A” = 1). 
Definition. Sei % eine Unterkategorie von 9. Ein Funktor S : X -53 heiBt ein 
n-stufiger Funktor von %, wenn ps die Einschrankung von p*” auf Xs ist fiir jeden 
Morphismus p : X + Y von %. 
PROJEKTIVE LMITES KOMPAKTER R&ME 7 
Beispiele. (1) A” ist ein n-stufiger Funktor von R fiir alle (n > 0. 2) Sei p : X + Y ein 
Morphismus in 0 bzw. 6; die Abbildung ps = (H -+ Hp) : Xs + Ys bzw. p’ = (H -+ HP) : 
Xr + YT ist wohldefiniert und stetig. Als abgeschlossene Teilmenge von XA ist Xs bzw. 
Xr kompakt. Daher ist S bzw. T ein I-stufiger Funktor von L! bzw. 8(0 und 8 seien durch 
einen Vergel3funktor in R eingebettet). Es ist nicht schwer, in der Theorie der endlichen, 
diskreten Gruppen weitere Beispiele I-oder 2-stufiger Funktoren zu finden. 
Sei % eine Unterkategorie vonfi, D = ({Oi 1 iEl}, {nij : Dj 1 i <j)) ein projektives System 
in Z iiber der Indexmenge I. DL = $J Di = {(xJi E I E fl Di ( fiir alle i, j E I mit i I j ist 
iel ial 
xj nij = xi} ist nach [I, p. 1001 eine nicht leere, abgeschlossene Teilmenge des topologischen 
Produktes fl Di der R;iume Di, also ist DL E R. xi sei die i-te Projektion von DL nach Di. 
ieI 
Wenn S. . 2 --f !A ein kovarianter Funktor ist, dann ist Ds = ({ Dis I i E I>, {(r~~~)~ I i <j)) ein 
projektives System in 53 iiber I; cxi : DsL + Dis sei die i-te Projektion. 
LEMMA 2. Unter Beibehaltmgder obigen Bezeichnungen sei: DL E %, Y c DLs abge- 
schlossen, a E DsL, Qi = a ri(x.is)-’ tend Qi n Y # q5 fiir alle i E 1. Dann ist fl Qi n Y # 4. 
isI 
Beweis. Qi n Y ist eine abgeschlossene Teilmenge von DLs. Da I gerichtet ist, ist der 
Durchschnitt endlich vieler Qi n Y nicht leer. Wegen der Kompaktheit von DLs folgt 
daraus die Behauptung. 
SATZ 3. Sei S ein n-stufiger Funktor einer Unterkategorie % con R. Dam erhiilt S 
projektive Lirnites. 
Beweis. Sei mit den Bezeichnungen von oben DL E %. Wir miissen zeigen, da13 es in fi 
einen Isomorphismus 6 : DsL + DLs gibt. Sei a E DsL. Nach Lemma 2 ist der Durchchnitt 
Q aller 1Mengen Qi nicht leer. Fiir zwei Elemente Xund Y aus Q gilt nach der Voraussetzung 
iiber S: Xx?” = Yz?“. Wenn n = 0 ist, folgt daraus X = Y, also IQ1 = 1. Fiir n > 0 fasse 
man X und Y als abgeschlossene Teilmengen von DLA”-’ auf; zur Abkiirzung sei A”-’ = B 
gesetzt. Dann ist XniB = YniB. Fiir x E X ist daher nach Lemma 2 n XTC~‘(T~~~)-~ n Y # 4, 
ia 
und nach Induktion gilt: n _xr~~~(n~~)-’ = {x}. Daraus folgt x E Y. Also ist XE Y, und 
iel 
aus Symmetriegriinden ist Y EX. Daher ist die Abbildung 
S = (X ~ n X3i(niS)-‘) : DsL ~ DLs 
isl 
wohldefiniert. Nach der Konstuktion von 6 ist klar, daB fiir alle i E I gilt: 
Daraus folgt, da8 6 injektiv ist. Sei x E DLs. Dann ist (xxiS)ia I E DsL und (xxis)icl 6 = x, 
also ist 6 surjektiv. Sei Y eine abgeschlossene Teilmenge von DLs, Yi = YniS, Y’ = 2~ Yi . 
Aus Lemma 2 folgt Y’ s Y6-‘. Wenn umgekehrt x E Y 6-l, also x8 E Y gilt, dann ist 
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xdniS E Yi. Wegen 6xis = CL~ folgt x E Y’. Also ist Y’ = Yd-‘. Da Y’ abgeschlossen in 
DsL ist, folgt daraus die Stetigkeit von 6 ; und wegen der Kompaktheit von tiL ist dann 
such 6-l stetig. 
KOROLLAR. Der Funktor T erhdt projektice Limites. 
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